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Введение. Современные информационные технологии позволяют разрабатывать 
и эффективно применять различные средства обучения, моделирования и интерактив-
ного исследования. Возможности персональных компьютеров и их программного обес-
печения, существенно возросшие за последние несколько лет, дают возможность раз-
рабатывать алгоритмы и программное обеспечение для всех областей техники, в том 
числе и для машиностроения. 
Работа в этом направлении ведется в последние годы в учебно-научной лаборато-
рии "Математическое моделирование технических систем и информационные техноло-
гии" (ММТСиИТ) БГУИР [1]. Анимация, интерактивность и средства мультимедиа, 
применяемые в наших разработках, позволили разработать программные средства – 
мультимедийные модули – для интерактивного исследования колебательных механиче-
ских систем, пневматических элементов и систем и других технических объектов и 
систем  [2 - 5]. 
Интерактивные мультимедийные модули разрабатываются как вполне закончен-
ные информационные страницы, содержащие запрограммированные математические 
алгоритмы физических законов или технических принципов. При этом алгоритм ими-
тационного моделирования является сегментированным, то есть, каждый элемент, вво-
димый интерактивно на рабочее поле монитора, имеет алгоритмический интерфейс, 
согласованный с основным алгоритмом, описывающим объект визуализации. То же от-
носится и к исключению элементов из рабочего поля. Исключенный элемент как сег-
мент алгоритма, не нарушает функциональность и достоверность расчета по основному 
алгоритму, обеспечивающему моделирование и визуализацию.  
Мультимедийный модуль содержит графическую, интерактивную и описатель-
ную (текстовую) часть, которые обеспечивают возможность влиять на входные пара-
метры и наблюдать за изменением выходных параметров в реальном времени, тем са-
мым позволяя проводить интерактивное исследование и анализировать результаты. 
В настоящей работе на основании разработанных нами компьютерных техноло-
гий решена задача интерактивного исследования плоских колебательных динамических 
систем, для которых разработана программа интерактивной визуализации. 
Исходная модель. Рассмотрим задачу интерактивного исследования плоской ко-
лебательной системы, представляющей собой массу, подвешенную к нескольким пру-
жинам. Такая колебательная система очень широко распространена в технике и может 
быть применена для моделирования механических систем, устройств и агрегатов. 
Рассматривая массу как материальную точку и предполагая, что каждая пружина 
одним концом жестко связана с ней, а другим – с неподвижной опорой, получим систе-
му, пример которой приведен на рис. 1. 
 203 
 
Рис. 1. Пример колебательной системы с 3 пружинами 
Для удобства визуализации материальная точка на рис. 1 изображена в виде ша-
рика. 
Чтобы описать динамику такой колебательной системы для случая нескольких 
пружин, на основании второго закона Ньютона запишем систему дифференциальных 
уравнений движения материальной точки [6]: 
      или               (1) 
Система дифференциальных уравнений (1) является нелинейной и в обычной 
практике она решается численными методами, при использовании которых не всегда 
можно обеспечить отображение результатов в реальном режиме времени. Поэтому в 
настоящей работе для интерактивной визуализации результатов динамического моде-
лирования в реальном времени была предложена аппроксимационная модель с соответ-
ствующей локальной линеаризацией нелинейной исходной математической модели. 
Аппроксимационная модель динамической системы. Предположим, что мате-
риальная точка за небольшой промежуток времени совершает прямолинейное движе-
ние, тогда систему (1) можно аппроксимировать короткими перемещениями за равные 
интервалы времени, и построить итерационный алгоритм расчета положения матери-
альной точки. Для этого необходимо дискретно от точки к точке с учётом параметра 
времени аналитически анализировать условия движения и равновесия. 
Алгоритм аппроксимации может быть следующим. Направление перемещения 
материальной точки определяется направлением равнодействующей силы. За время , 
равное кванту времени, материальная точка перейдёт в другое положение, в котором 
























































































Рассмотрим формирование законов ускорения, скорости и перемещения, обуслов-
ленное таким подходом к описанию движения материальной точки [6] на конкретном 
примере. 
Предположим, что материальная точка с координатами (0;0) не находится в по-
ложении равновесия и её начальная скорость  равна нулю. Рассмотрим движение ма-
териальной точки в интервале времени [ ] = 0,2 c. Разобьем рассматриваемый ин-
тервал времени на четыре части (кадра) длительностью =0,05 с и аппроксимируем 
его, предположив, что движение материальной точки на протяжении каждого кадра 
равнопеременное с ускорением . Формулы для расчета параметров движения пред-
ставлены в следующей таблице. 
 
Таблица 1 – Формулы для расчета параметров двжения 
кадр время (t) ускорение (a) скорость (V) перемещение (S) 
1     
2     
3     
4     
5     
 
Использование на каждом шаге формул как для равномерного движения, так и 
для равноускоренного обусловлено необходимостью кадрирования, так как значение 
скорости изменяется в начале кадра и остаётся постоянной в течение всего кадра, рав-
ного  с. 
Законы движения, рассчитанные в соответствии с формулами, показаны на рис. 2. 
 
Рис. 2. Покадровое отображение движения материальной 
точки в интервале времени [ ] = 0,2 c 
Программа для интерактивного исследования. В соответствии с предложен-







Fa 01  00 V 00 S
05,01 t m
Fa 12  taV  11 tVS  11
10,02 t m
Fa 23  taVV  212 tVSS  212
15,03 t m
Fa 34  taVV  323 tVSS  323
20,04 t m
Fa 45  taVV  434 tVSS  434
05,0t
0.05 0.10 0.15 0.20
0.05 0.10 0.15 0.20
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Рис. 3. Окно программы "Динамика" для интерактивного 
исследования динамических систем 
Вначале пользователь производит сборку колебательной системы. Для этого с 
помощью кнопок 32…36 элементы добавляются на рабочее поле и соединяются между 
собой методом перетаскивания. 
Начальные значения параметров каждого элемента задаются с помощью элемен-
тов 10…13. С помощью группы флажков 14 осуществляется настройка отображения 
векторов силы, скорости, ускорения и их проекций на оси координат. Также в про-
грамме можно изменять ускорение свободного падения с помощью элемента 8, что по-
зволяет моделировать динамику системы даже в невесомости. 
Элементы 17…20 предназначены для управления отображением траектории, при-
чем пользователь может выбрать цвет для ее рисования. Программа позволяет полу-
чить траекторию перемещения материальной точки, изменить параметры системы (на-
пример, массу и коэффициенты упругости пружин) и построить новую траекторию, что 
позволяет на основе сравнения и анализа траекторий исследовать влияние параметров 
на динамику системы. 
После запуска процесса моделирования с помощью группы элементов 23 про-
грамма "Динамика" в режиме реального времени рассчитывает положение материаль-
ной точки в соответствии с алгоритмом аппроксимации и визуализирует состояние сис-
темы. Интервалы моделирования при этом подобраны исходя из требования визуализа-
ции 25 кадров в секунду. Одновременно программа строит графики положения матери-
альной точки в нижней части окна. Текущее время моделирования показывается в таб-
ло 22. 
Управление отображением колебательной системы осуществляется с помощью 
элементов 7, 15, 26, а управление отображением графиков положения – с помощью 
элементов 24 и 28. Элемент 27 позволяет скрыть графики, если они не требуются для 
исследования. 
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Также программа позволяет сохранять конфигурацию динамической системы с 
помощью кнопки 3, восстанавливать ее с помощью кнопки 2, и выводить на принтер с 
помощью кнопки 4. 
Заключение. Таким образом, разработанная в лаборатории ММТСиИТ БГУИР 
интерактивная мультимедийная программа "Динамика" позволяет в режиме реального 
времени проводить интерактивное исследование плоских колебательных систем на ос-
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